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В 1834 году шотландский инженер Скотт Рассел

открыл замечательное явление – солитоны. Солитоны –

это уединенные волны, которые не меняют форму со

временем.

Позже в 1895 году голландские математики Кортевег и

де Фриз вывели уравнение, описывающее солитоны

𝑢𝑡 =
1

4
(6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥), 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡).





Рассмотрим функцию

𝜓 𝑥, 𝑡, 𝑧 = 𝑒𝑥𝑧+𝑡𝑧
3
1 +

𝜉1 𝑥, 𝑡

𝑧 − 𝛾1
+
𝜉2 𝑥, 𝑡

𝑧 − 𝛾2
+⋯+

𝜉𝑔 𝑥, 𝑡

𝑧 − 𝛾𝑔
,

где 𝑧 - комплексная переменная, 𝛾1, 𝛾2, … , 𝛾𝑔 - некоторые константы.

Выберем точки комплексной плоскости 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚.

Пусть 𝐿𝑗𝑠 - дифференциальный оператор по переменной 𝑧 с постоянными

коэффициентами 𝛼𝑗𝑠

𝐿𝑗𝑠 = 𝛼𝐾
𝑗𝑠
𝜕𝑧
𝐾 + 𝛼𝐾−1

𝑗𝑠
𝜕𝑧
𝐾−1 +⋯+ 𝛼0

𝑗𝑠
, 𝛼𝑝

𝑗𝑠
∈ ℂ, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑔, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚

Найдем функции 𝜉1(x,t), …, 𝜉𝑔(x,t) из системы линейных уравнений

𝐿𝑗1 𝜓 𝑥, 𝑡, 𝑧 |𝑧=𝑎1 +⋯+ 𝐿𝑗𝑚 𝜓 𝑥, 𝑡, 𝑧 |𝑧=𝑎𝑚=0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑔.



Теорема. Предположим, что функция 𝑧2𝜓 удовлетворяет условию

𝐿𝑗1 𝑧2𝜓 𝑥, 𝑡, 𝑧 |𝑧=𝑎1 +⋯+ 𝐿𝑗𝑚 𝑧2𝜓 𝑥, 𝑡, 𝑧 |𝑧=𝑎𝑚=0.

Тогда функция 𝜓 является собственной функцией для одномерного оператора

Шредингера, т.е.

𝜕𝑥
2 + 𝑢 𝑥, 𝑡 𝜓 𝑥, 𝑡, 𝑧 = 𝑧2𝜓 𝑥, 𝑡, 𝑧 ,

где 𝑢 =
−𝜕𝑥

2𝑆(𝑥,𝑡)

𝑆(𝑥,𝑡)
, 𝑆 = 1 −

𝜉1 𝑥,𝑡

𝛾1
−

𝜉2 𝑥,𝑡

𝛾2
−⋯−

𝜉𝑔 𝑥,𝑡

𝛾𝑔
.

А также удовлетворяет уравнению

𝜕𝑡 − 𝜕𝑥
3 +

3

2
𝑢𝜕𝑥 +

3

4
𝑢𝑥 𝜓 = 0.

Функция 𝑢 𝑥, 𝑡 удовлетворяет уравнению Кортевега-де Фриза

𝑢𝑡 =
1

4
(6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥).



Пример 1. Пусть 𝜓 имеет вид 

𝜓 = 𝑒𝑥𝑧+𝑡𝑧
3
(1 +

𝜉1 𝑥, 𝑡

𝑧 − 𝛾1
+
𝜉2 𝑥, 𝑡

𝑧 − 𝛾2
)

и удовлетворяет следующим условиям

𝜓 𝑥, 𝑡, 𝑎1 = 𝜓 𝑥, 𝑡, −𝑎1 , 𝜓 𝑥, 𝑡, 𝑎2 = 𝜓 𝑥, 𝑡, −𝑎2 .

Тогда при 

𝛾1 = 1, 𝛾2= 3, 𝑎1= 2, 𝑎2= 4

получаем

𝑢 𝑥, 𝑡 =
160𝑒16𝑡+4𝑥(9 + 28𝑒112𝑡+4𝑥 + 630𝑒128𝑡+8𝑥 + 6300𝑒144𝑡+12𝑥 + 1225𝑒256𝑡+16𝑥)

(1 + 45𝑒16𝑡+4𝑥 + 35𝑒128𝑡+8𝑥 + 175𝑒144𝑡+12𝑥)2



Пример 2. Пусть 𝜓 имеет вид 

𝜓 = 𝑒𝑥𝑧+𝑡𝑧
3
(1 +

𝜉1 𝑥, 𝑡

𝑧 − 𝛾1
)

и потребуем

𝜕𝑧(𝜓)|𝑧=0= 0.

Тогда 

𝜉1 =
𝑥𝛾1

2

𝑥𝛾1 + 1
.

𝑧2𝜓 удовлетворяет 𝜕𝑧(𝑧
2𝜓)|𝑧=0= 0 , а 𝑢 = −

2𝛾2

(𝑥𝛾+1)2
.



Пример 3. Пусть 𝜓 имеет вид 

𝜓 = 𝑒𝑥𝑧+𝑡𝑧
3
(1 +

𝜉1 𝑥, 𝑡

𝑧 − 𝛾1
+
𝜉2 𝑥, 𝑡

𝑧 − 𝛾2
)

и потребуем

𝜕𝑧(𝜓)|𝑧=0= 0, 𝜕𝑧
3(𝜓)|𝑧=0= 0.

При 𝛾1 = 1, 𝛾2= −1

𝑢 = −
6𝑥(6𝑡+𝑥3)

(𝑥3−3𝑡)2
.



Спасибо за внимание!


