
Найдите все значения параметра 𝒂, при каждом из которых уравнение 

(𝒙𝟑−𝟏)(𝒙𝟐−𝟏𝟔)

𝒍𝒈(𝟏𝟓𝒂−𝒙)−𝒍𝒈(𝒙−𝒂)
= 𝟎   имеет единственное решение. 

{
  
 

  
 [

𝑥 = 1
𝑥 = 4
𝑥 = −4

15𝑎 − 𝑥 > 0
𝑥 − 𝑎 > 0

15𝑎 − 𝑥 ≠ 𝑥 − 𝑎
(𝑥 ≠ 8𝑎)

 

Условия существования корней: 

𝑥 = 1, если  {
15𝑎– 1 > 0
1–𝑎 > 0
1 ≠ 8𝑎

   <=> {
𝑎 > 1/15
𝑎 < 1
𝑎 ≠ 1/8

 

𝑥 = 4, если  {
15𝑎– 4 > 0
4–𝑎 > 0
4 ≠ 8𝑎

   <=> {
𝑎 > 4/15
𝑎 < 4
𝑎 ≠ 1/2

 

𝑥 =–4, если  {
15𝑎 + 4 > 0
– 4–𝑎 > 0
– 4 ≠ 8𝑎

      <=>

> {
𝑎 >–4/15
𝑎 <–4
𝑎 ≠–1/2

  несовместна 

𝑥 = 1 

 

𝑥 = 4 

 

Итог 

 

В итоге уравнение имеет единственное решение при  

𝑎 ∈ (
1

15
;
1

8
) ∪ (

1

8
;
4

15
] ∪ {

1

2
} ∪ [1; 4) 

Ответ: (
1

15
;
1

8
) ∪ (

1

8
;
4

15
] ∪ {

1

2
} ∪ [1; 4) 

Найдите все значения параметра 𝒂, при каждом из которых все 

решения уравнения 

(𝒂 − 𝟑)𝒙𝟐 − 𝟐𝒂𝒙 + 𝟓𝒂 = 𝟎 положительные. 

 Пусть 𝑓(𝑥) = (𝑎 − 3)𝑥2 − 2𝑎𝑥 + 5𝑎 
𝑎 − 3 = 0
𝑎 = 3

−6𝑥 + 15 = 0

𝑥 =
15

6
> 0

В ответ: 
𝑎 = 3

 

 

𝑎 − 3 > 0 

{

𝐷 ≥ 0
𝑥в > 0

𝑓(0) > 0
𝑎 − 3 > 0

 

{
 
 

 
 
𝑎2 − 5𝑎(𝑎 − 3) ≥ 0

𝑎

𝑎 − 3
> 0

5𝑎 > 0
𝑎 − 3 > 0

{
𝑎(15 − 4𝑎) ≥ 0

𝑎 > 0
𝑎 > 3

 

3 < 𝑎 ≤
15

4
 

𝑎 − 3 < 0 

{

𝐷 ≥ 0
𝑥в > 0

𝑓(0) < 0
𝑎 − 3 < 0

 

{
 
 

 
 
𝑎2 − 5𝑎(𝑎 − 3) ≥ 0

𝑎

𝑎 − 3
> 0

5𝑎 < 0
𝑎 − 3 < 0

{
𝑎(15 − 4𝑎) ≥ 0

𝑎 < 0
𝑎 < 3

 

Система несовместна. 

Ответ: [3;
15

4
] 

  



 

Найдите все значения параметра 𝒂, при каждом из которых       

уравнение 

(𝒂 − 𝟐)𝒙𝟐 − 𝟐(𝒂 + 𝟑)𝒙 + 𝟒𝒂 = 𝟎  

имеет два корня, один из которых больше 3, а другой меньше 2. 

 Пусть 𝑓(𝑥) = (𝑎 − 2)𝑥2 − 2(𝑎 + 3)𝑥 + 4𝑎 

 

𝑎– 2 = 0 

 

Не 

подходит 

(корней 

не два) 

𝑎 − 2 > 0 

{

𝑎– 2 > 0
𝑓(2) < 0

𝑓(3) < 0
 

{
𝑎 > 2

4(𝑎 − 2) − 4(𝑎 + 3) + 4𝑎 < 0
9(𝑎 − 2) − 6(𝑎 + 3) + 4𝑎 < 0

 

{

𝑎 > 2
𝑎 < 5

𝑎 <
36

7

 <=>  𝑎 ϵ (2; 5) 

𝑎 − 2 < 0 

{

𝑎– 2 < 0
𝑓(2) > 0

𝑓(3) > 0
 

{
𝑎 < 2

4(𝑎 − 2) − 4(𝑎 + 3) + 4𝑎 > 0
9(𝑎 − 2) − 6(𝑎 + 3) + 4𝑎 > 0

 

{

𝑎 < 2
𝑎 > 5

𝑎 >
36

7

 

Система несовместна. 

Ответ: (2; 5) 

Указание: свести задачу к 

поиску единственного 

положительного решения и 

проверить «неквадратность.» 

Ответ: (−∞;1] ∪ [
4

3
; +∞) 

При каких значениях  𝒂  уравнение 𝟐|𝒙 − 𝟐𝒂| − 𝒂𝟐 + 𝟏𝟓 + 𝒙 = 𝟎 

а) не имеет решений? 

б) имеет решения и все решения этого уравнения принадлежат 

отрезку [−𝟗; 𝟏𝟎]? 

АНАЛИТИЧЕСКИ. 

1 случай.  {
𝑥 − 2𝑎 ≥ 0

2(𝑥 − 2𝑎) − 𝑎2 + 15 + 𝑥 = 0
   {

𝑥 ≥ 2𝑎

𝑥 =
𝑎2+4𝑎−15

3

    Так как 

решений нет, то должно быть верным неравенство  

𝑎2 + 4𝑎 − 15

3
< 2𝑎    𝑎2 − 2𝑎 − 15 < 0    (𝑎 + 3)(𝑎 − 5) < 0    

𝑎 ∈ (−3; 5) 

2 случай.  {
𝑥 − 2𝑎 < 0

2(– 𝑥 + 2𝑎) − 𝑎2 + 15 + 𝑥 = 0
   {

𝑥 < 2𝑎
𝑥 =–𝑎2 + 4𝑎 + 15

    Так как 

решений нет, то должно быть верным неравенство  



−𝑎2 + 4𝑎 + 15 ≥ 2𝑎    𝑎2 − 2𝑎 − 15 ≤ 0    (𝑎 + 3)(𝑎 − 5) ≤ 0    

𝑎 ∈ [– 3; 5] 

Следовательно, уравнение не имеет решений на пересечении полученных 

множеств. 

Ответ к пункту а): (−3; 5) 

АНАЛИТИЧЕСКИ. 

Из пункта а) видим, что уравнение имеет решения при 

 𝑎 ∈ (−∞;−3] ∪ [5;+∞) 

Решение одно в краевых точках указанных промежутков, и по два решения 

при остальных значениях параметра 𝑎. 

1 случай. Проверяем краевые значения. 

При 𝑎 = −3 ⇒ 𝑥 =–6 ∈ [−9; 10], при 𝑎 = 5 ⇒ 𝑥 = 10 ∈ [−9; 10]. 

Оба значения (–3) и 5 в ОТВЕТ. 

2 случай.  

Если 𝑎 ∈ (−∞;−3) ∪ (5;+∞), то 

{
−9 ≤

𝑎2+4𝑎−15

3
≤ 10

−9 ≤ −𝑎2 + 4𝑎 + 15 ≤ 10
  {

𝑎2 + 4𝑎 + 12 ≥ 0
𝑎2 + 4𝑎 − 45 ≤ 0
𝑎2 − 4𝑎 − 24 ≤ 0
𝑎2 − 4𝑎 − 5 ≥ 0

  

 {

−9 ≤ 𝑎 ≤ 5

2 − 2√7 ≤ 𝑎 ≤ 2 + 2√7

[
𝑎 ≥ 5
𝑎 ≤ −1

  

 𝑎 ∈ [2 − 2√7;−1]  ∪ {5} 

2 − 2√7 ∨ −3 

5 ∨ 2√7 

25 < 28 

С учетом первоначального условия 2-го случая получим 𝑎 ∈ [2 − 2√7;−3) 

Итоговый ответ получим объединением результатов двух случаев:  

 𝑎 ∈ [2 − 2√7;−3]  ∪ {5} 

Ответ: ∈ [2 − 2√7;−3]  ∪ {5} 



 

Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение 

𝒍𝒐𝒈𝟒(𝟐𝒙 − 𝟏) ⋅ √𝒙
𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟒𝒂 − 𝒂𝟐 = 𝟎 

имеет ровно один корень на отрезке [𝟎; 𝟐] 

Уравнение равносильно системе  

{
 
 

 
 

0 ≤ 𝑥 ≤ 2
2𝑥 − 1 > 0

(𝑥 − 𝑎)(𝑥 + 𝑎 − 4) ≥ 0
𝑥 = 1
𝑥 = 𝑎

𝑥 = 4 − 𝑎

 

Аналитический способ: 

Совпадения: (1)=(2) при 𝑎 = 1; (1)=(3) при 𝑎 = 3; (2)=(3) при 𝑎 = 2 

Условия существования корней: 

(1):  𝑎 ∈ [1; 3] 

(2): 𝑎 ∈ (0,5; 2) 

(3): 𝑎 ∈ (2; 3,5) 

Ответ: (0,5; 1] ∪ [3; 3,5)  



 

64𝑥+𝑎 − 4𝑥
2−5𝑥+4𝑎 = 𝑥2 − 8𝑥 + 𝑎 

  



Найдите все значения а, при каждом из которых наибольшее значение 

функции 𝑓(𝑥) = 2𝑎𝑥 − |𝑥2 − 10𝑥 + 9|  меньше 1. 

 

Заметим, что если наибольшее значение функции меньше 1, то и все 

значения этой функции должны быть меньше 1. 

Тогда имеет смысл свести задачу к следующей: 

Найдите все значения а, при каждом из которых неравенство  

2𝑎𝑥 − |𝑥2 − 10𝑥 + 9| < 1 верно для всех значений х. 

 

А эту задачу несложно решить графически с двумя  

аналитическими расчетами. 

 

 

 

 

 

Найдите все такие значения параметра , при каждом из которых уравнение 

(4𝑥 − 𝑥2)2 − 32√4𝑥 − 𝑥2 = 𝑎2 − 14𝑎    имеет хотя бы одно решение. 

 

Решение. 

Положим √4𝑥 − 𝑥2 = 𝑡 ,  где 0 ≤ 𝑡 ≤ 2 , так как 0 ≤ 4𝑥 − 𝑥2 ≤ 4  и рас-

смотрим функцию  𝑓(𝑡) = 𝑡4 − 32𝑡 − 𝑎2 + 14𝑎. Так как ее производная 

𝑓′(𝑡) = 4𝑡3 − 32 = 4(𝑡3 − 8) < 0 на промежутке [0; 2), то функция убывает 

на отрезке [0; 2], и, значит, имеет на нем не более одного корня. Этот ко-

рень есть тогда и только тогда, когда одновременно выполняются два усло-

вия 𝑓(0) ≥ 0  и 𝑓(2) ≤ 0. Таким образом, приходим к системе  

  

 

Ответ: [0; 6] ∪ [8; 14] 

Найдите все значения параметра a, при которых любое число из отрезка  

2 ≤ x ≤ 3 является решением уравнения 

Графически.   Ответ: 𝑎 ≥ 1 

 



 

 

 

Найдите все значения параметра 𝑎 , при которых уравнение  

(𝑥 + 7)2 + (𝑎 − 6)2 = |𝑥 − 𝑎 + 13| + |𝑥 + 𝑎 + 1| имеет единственный 

корень 

 

Сделаем замены переменной и параметра: 𝑡 = 𝑥 + 7; 𝑝 = 𝑎 − 6 

Получим уравнение 𝑡2 + 𝑝2 = |𝑡 − 𝑝| + |𝑡 + 𝑝|.  Очевидна четность левой и 

правой частей уравнения. Следовательно, нечетное число корней (один 

корень) можно поучить только, если число 𝑡 = 0 является корнем. 

Тогда, 𝑝2 = |−𝑝| + |𝑝|, 𝑝2 − 2|𝑝| = 0, 𝑝 = 0; 𝑝 = ±2. 

При 𝑝 = 0 уравнение имеет три корня (не удовлетворяет условию задачи). 

При 𝑝 = ±2 уравнение имеет единственный корень. 

Тогда искомые значения параметра 𝑎 будут равны 8 и 4. 

Ответ: 4; 8 

  



 

 

функциональный (монотонность функции)    

 

 

наименьшее значение функции в х= –2 

 

 

При каких значениях  𝒂  имеет решение система уравнений 

{
𝒚 + √𝟐𝟓 − (𝒙 + 𝟐)𝟐 = 𝟑

√(𝒙 − 𝒂 − 𝟏)𝟐 + (𝒚 − 𝒂 − 𝟏)𝟐 +√(𝒙 − 𝒂 + 𝟏)𝟐 + (𝒚 − 𝒂 + 𝟏)𝟐 = 𝟐√𝟐
  ? 

 

Заметим, что с точки зрения метода координат на плоскости задача имеет 

красивую графическую иллюстрацию: 

Первое уравнение представляет собой график полуокружности (нижняя 

часть) с центром О(–2;3) и радиусом 5. 

Второе уравнение интерпретируется следующим образом. Геометрическое 

место точек М (𝑥; 𝑦), сумма расстояний от которых до точек  

А (𝑎 + 1; 𝑎 + 1)(первый радикал)и В (𝑎 − 1; 𝑎 − 1) (второй радикал)  

равна 2√2. 

Но длина отрезка АВ также равна 2√2. Значит точка М – это точка на отрезке 

АВ. 

Таким образом второе уравнение представляет графически отрезок АВ, 

который перемещается по прямой 𝑦 = 𝑥 в зависимости от значений 

параметра 𝑎. 

Далее остается определить возможные пересечения полуокружности и 

отрезка. 

Ответ: [−3;−1] ∪ [2; 4] 

  



 

  



 

  



 

  

 

Самостоятельно: 

 

 


