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10.1.

10.2. Ñóùåñòâóåò ëè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, äëèíû ñòîðîí êîòîðî-
ãî � ïðîñòûå ÷èñëà?

10.3. à) Â ñòðàíå íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû äîðîãàìè ñ äâóñòî-
ðîííèì äâèæåíèåì. Ïóñòü N � îáùåå êîëè÷åñòâî äîðîã. Âåðíî ëè, ÷òî
âñå äîðîãè ìîæíî òàê ïåðåíóìåðîâàòü ÷èñëàìè 1, . . . , N , ÷òîáû íîìåðà
äîðîã, âûõîäÿùèõ èç ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîé âåðøèíû, áûëè âçàèìíî
ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè?
á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äîðîãè ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì.

10.4. Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà AOB, âòîðè÷íî ïåðåñåêà-
åò ïðÿìóþ AC â òî÷êå A′. Îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà
COB, âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â òî÷êå C ′. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
óãîë ∠ABC òóïîé, òî A′C ′ < AC/2.

10.5. Èç êîëîäû â 36 êàðò âûêëàäûâàþò íà ñòîë ïî îäíîé êàðòå. Î÷åðåä-
íóþ êàðòó ìîæíî âûëîæèòü, òîëüêî åñëè ñ íåé ñîâïàäàåò ïî ìàñòè èëè ïî
äîñòîèíñòâó ÷¼òíîå ÷èñëî êàðò íà ñòîëå. (Òàê, òóç ïèê ìîæíî âûëîæèòü,
êîãäà íà ñòîëå ëåæàò, íàïðèìåð, ðîâíî òðè ïèêîâûå êàðòû è ðîâíî îäèí
òóç.) Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êàðò ìîæåò áûòü âûëîæåíî?

Îëèìïèàäà ÔÌØ ïî ìàòåìàòèêå
Îñåíü�2007

11 êëàññ

11.1. Ðåøèòå â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

x! + y! = z! + 2.

11.2. Ìèíèñòåðñòâî êóëüòóðû îïóáëèêîâàëî ïîëíûé ñïèñîê íåöåíçóðíûõ
ñëîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xn êîëè÷åñòâî âñåõ ñëîâ äëèíû n, íå ñîäåðæà-
ùèõ íåöåíçóðíûõ ïîäñëîâ. (Ñëîâîì ñ÷èòàåòñÿ ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü áóêâ, íåîáÿçàòåëüíî îñìûñëåííàÿ.) Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè âñåõ
n ≥ 2007 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî xn ≤ n. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà.
11.3. Ïóñòü a, b, c � ñòîðîíû íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà, ëåæàùèå ïðî-
òèâ óãëîâ α, β, γ ñîîòâåòñòâåííî; ha, hb, hc � åãî âûñîòû, îïóùåííûå íà
ñòîðîíû a, b, c ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a sinα + b sinβ + c sin γ ≥ ha + hb + hc.

11.4. Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà AOB, âòîðè÷íî ïåðåñåêà-
åò ïðÿìóþ AC â òî÷êå A′. Îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà
COB, âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â òî÷êå C ′.
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè óãîë ∠ABC òóïîé, òî A′C ′ < AC/2.
á) Äîêàæèòå, ÷òî A′C ′ = AC/2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

tg (∠ABC) = tg (∠CAB) + tg (∠ACB).

11.5. Äàíû 2n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë a1, . . . , an, b1, . . . , bn. Òàáëèöà
n×n çàïîëíåíà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: â êëåòêå, ðàñïîëîæåííîé íà ïå-
ðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, çàïèñàíî ÷èñëî ai + bj . Äîêàæèòå,
÷òî åñëè âî âñåõ ñòîëáöàõ ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî âî
âñåõ ñòðîêàõ ïðîèçâåäåíèÿ òîæå ðàâíû ìåæäó ñîáîé.


